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vRESUMEN
En este trabajo, estudiamos los efectos cua´nticos en las nanoestructuras meta´li-
cas. En primer lugar, investigamos los sistemas denominados corrales cua´nticos.
Analizamos la formacio´n de la imagen cua´ntica de las impurezas no magne´ticas en
los corrales el´ıpticos. Encontramos que para una impureza no magne´tica, la forma-
cio´n de una imagen cua´ntica as´ı como su naturaleza, dependen tanto de la posicio´n de
la impureza como de la densidad electro´nica superficial del metal matricial. Asimis-
mo, analizamos los casos de los corrales circulares o cuadrados, en los cuales tambie´n
ocurre la formacio´n de la imagen cua´ntica. Por u´ltimo, estudiamos los efectos de las
interferencias cua´nticas sobre la interaccio´n entre dos impurezas no magne´ticas colo-




This research is aimed at the study of quantum effects in metallic nanostruc-
tures. Firstly, systems known as quantum corrals were considered. The formation of
quantum mirages of non-magnetic impurities in elliptical corrals was investigated.
It was found that for non-magnetic impurities, the mirage formation depends not
only on the position of the impurity but also on the host electronic density. Also,
square and circular corrals, in which quantum mirages may appear, were studied.
Additionally, the effect of quantum interference on the interaction between two non-
magnetic impurities placed inside the corral was investigated. We found that, in
fact, the focalization effects affect such interaction.
Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
Actualmente encontramos en la literatura muchas referencias respecto a la vi-
sionaria conferencia presentada por Richard P. Feynman en 1959. Esta conferencia
llevo´ por t´ıtulo “Hay bastante espacio en el fondo” (There is Plenty of Room at the
Bottom) y fue presentada en una reunio´n de la Sociedad Americana de F´ısica [1].
En esta presentacio´n, Feynman destaco´ que la ingenier´ıa a escala nanome´trica re-
quer´ıa el desarrollo de instrumentos complejos, que actuar´ıan como nuestros “ojos”
y “dedos” en el nanomundo. Esta visio´n se har´ıa realidad a partir de la de´cada de
1970 gracias al desarrollo ocurrido en las te´cnicas de preparacio´n y caracterizacio´n
de las nanoestructuras.
La Nanociencia y la Nanotecnolog´ıa incluyen la manipulacio´n de la estructura y
de la composicio´n de materiales en la escala nanome´trica, usualmente considerada
en el orden de 1 a 100 nm. No solo representan el rumbo a niveles superiores de
miniaturizacio´n, sino principalmente la riqueza de una nueva a´rea de investigacio´n
fascinante y de gran relevancia tecnolo´gica [2, 3, 4].
Un importante avance en el desarrollo de la Nanociencia y de la Nanotecnolog´ıa
ocurrio´ en los primeros an˜os de la de´cada de 1980, con la invencio´n del microscopio
de barrido por efecto tu´nel (Scanning Tunneling Microscope, ( STM, por sus siglas
2en ingle´s.) [5, 6, 7]. Este instrumento permite la determinacio´n en el espacio real de
la estructura superficial de un material, incluyendo sistemas no perio´dicos. Con un
microscopio de tunelamiento es au´n posible manipular a´tomos sobre la superficie de
un material, construyendo as´ı diversos tipos de nanoestructuras. En 1990, Don Eigler
y E. Schweizer [8], del Centro de Investigacio´n de la IBM en Almaden, utilizaron la
punta de un microscopio de barrido por efecto tu´nel (STM) para formar la palabra
IBM con a´tomos individuales sobre una superficie. Pocos an˜os despue´s, este grupo
mostro´ co´mo los electrones podr´ıan ser confinados dentro de un c´ırculo de a´tomos
llamado “corral cua´ntico” [9]. En febrero del an˜o 2000, Eigler y los colaboradores
Hari Manoharam y Christopher Lutz [10] mostraron que los corrales cua´nticos el´ıpti-
cos pueden ser usados para proyectar una imagen de un a´tomo magne´tico sobre otro
punto en el interior de un corral cua´ntico construido sobre una superficie de cobre.
Con este experimento, ellos presentaron un nuevo me´todo de transporte de infor-
macio´n, que podr´ıa ser utilizado eventualmente en la construccio´n de dispositivos
nanome´tricos para su aplicacio´n, por ejemplo, en el ca´lculo computacional.
La familia de instrumentos de prueba por barrido basados en el feno´meno de
tunelamiento [11, 12], fue desarrollada en la de´cada siguiente a la invencio´n del
STM; esta familia de instrumentos incluye: la microscop´ıa de fuerza ato´mica (Ato-
mic Force Microscope, (AFM)), la microscop´ıa de fuerza magne´tica (Magnetic Force
Microscope, (MFM)), y la microscop´ıa o´ptica de barrido de campo pro´ximo (Scan-
ning Near-field Optical Microscope, (SNOM)). Cada nuevo instrumento de prueba
por barrido introduce un nuevo me´todo para la investigacio´n de las propiedades de
los materiales a nivel nanome´trico.
Gracias a los avances en el dominio de las te´cnicas de alto vac´ıo, ocurridos a
partir de la de´cada de 1960, se desarrollaron diversas te´cnicas para la preparacio´n
de nanoestructuras, tales como la epitaxia de haces moleculares (Molecular Beam
Epitaxy - MBE), deposicio´n qu´ımica de vapores de compuestos organo-meta´licos
3(Metal Organic Chemical Vapor Deposition - MOCVD) y sputtering, las que posi-
bilitan la fabricacio´n de pel´ıculas ultrafinas, las estructuras de multicapas y los sis-
temas granulares. Tales sistemas muestran propiedades magne´ticas y de transporte
de gran intere´s cient´ıfico y tecnolo´gico, lo que ha llevado a un creciente nu´mero de
investigaciones en dicha a´rea.
El estudio de las propiedades de nanoestructuras y de sistemas nanoestructurados
abarca los campos de la investigacio´n cient´ıfica y tecnolo´gica. Una de las principales
caracter´ısticas de esta investigacio´n hace posible el control de las propiedades de
nanoestructuras encaminado a fines tecnolo´gicos espec´ıficos. Esto se da a partir de
la comprensio´n de la relacio´n entre estas propiedades y aspectos relacionados con la
geometr´ıa y la composicio´n de los sistemas.
Una pregunta de gran relevancia en la f´ısica de nanoestructuras se refiere al pa-
pel de los efectos de interferencias cua´nticas. Las interferencias cua´nticas surgen del
confinamiento parcial o total de los portadores de carga, en regiones con dimensiones
comparables a la longitud de onda de las mismas. Ellas, por lo tanto, esta´n intima-
mente relacionadas a la geometr´ıa de las nanoestructuras y afectan directamente a
sus propiedades f´ısicas. El presente trabajo esta´ dedicado al estudio de los efectos
de las interferencias cua´nticas en corrales cua´nticos.
En el cap´ıtulo 2, introducimos la llamada “aproximacio´n de enlace fuerte”, la cual
tiene origen en el me´todo denominado “combinacio´n lineal de orbitales ato´micos”
de gran utilidad para la descripcio´n de los estados electro´nicos en un so´lido. En
este mismo cap´ıtulo, se incluye la te´cnica de las funciones de Green, las cuales
representan un importante instrumento matema´tico para la determinacio´n de la
estructura electro´nica de un sistema en Materia Condensada.
Cabe resaltar que las impurezas son de gran influencia en los so´lidos, al modificar
sus propiedades, ya sea actuando como centros dispersores, o permitiendo el ajuste
de las propiedades electro´nicas a trave´s del intercambio de carga con el so´lido ma-
4tricial [13]. Las impurezas en los metales representan los centros dispersores para los
electrones de conduccio´n. En los materiales volume´tricos, el blindaje del potencial
asociado a la impureza resulta en el surgimiento de las oscilaciones de largo alcance
en la densidad de carga del sistema alrededor de la impureza (son las llamadas os-
cilaciones de Friedel) [14, 15]. Las impurezas de algunos metales magne´ticos cuando
son colocadas en un metal no magne´tico pueden mantener un momento magne´tico,
afectando las propiedades magne´ticas y de transporte de la matriz.
Los sistemas denominados corrales cua´nticos son estudiados en el cap´ıtulo 3. Es-
tos sistemas esta´n constituidos por a´tomos colocados sobre la superficie de un metal,
los cuales forman un arreglo que delimita una porcio´n de esta superficie y confina los
estados electro´nicos superficiales. De hecho, para las superficies compactas (111) de
los metales nobles (Cu,Ag, y Au) existe un gap en la densidad de estados electro´nicos
de volumen. Los electrones de superficie son presionados por la barrera debido a la
funcio´n trabajo en el lado del vac´ıo, y por el gap de energ´ıa, del lado del metal
(llamado estados Shockley), y forman un gas de electro´n libre cuasi bidimensional
(2D).
La longitud de onda de Fermi λF de este gas se encuentra t´ıpicamente en el
intervalo de 20 − 40 A˚, que es significativamente mayor que λF para los electrones
en el volumen. Estos sistemas son producidos y estudiados con el auxilio de los
microscopios de tunelamiento. Los corrales cua´nticos y la te´cnica de STM han
permitido la investigacio´n de importantes feno´menos, como el caos cua´ntico y la
formacio´n de ima´genes cua´nticas [16, 17, 18]. El feno´meno de caos cua´ntico puede
ser observado en corrales de forma semejante a un estadio, que dan origen a o´rbitas
cla´sicas cao´ticas [19, 20]. Esta constituye una importante a´rea de investigacio´n, que
esta´ fuera de los objetivos de nuestro trabajo.
Las impurezas en metales, ya sean magne´ticas o no, han sido objeto de estudios
sistema´ticos desde el desarrollo de la teor´ıa cua´ntica de los so´lidos. En el caso de im-
5purezas magne´ticas diluidas, los primeros trabajos fueron desarrollados por Ander-
son [21] y por Wolff [22] y, posteriormente, mejorados por Clogston [23]. Igualmente
importante fue el estudio del llamado efecto Kondo, el cual consiste ba´sicamente
en la condensacio´n de los electrones de conduccio´n del material matricial alrededor
de la impureza, lo cual compensa su momento magne´tico [24, 25]. Sin embargo, la
formacio´n de una imagen en un corral cua´ntico representa un nuevo e interesante
efecto.
Basados en la idea de que este efecto se debe fundamentalmente a las interfe-
rencias cua´nticas en el interior de la elipse, analizamos en el cap´ıtulo 4 el caso de
una impureza no magne´tica colocada en diversos puntos de la elipse. Este estudio
se basa en un modelo simple para la descripcio´n de la estructura electro´nica del
sistema. Adema´s, analizamos los casos de los corrales con diferentes formas, entre
ellas las circulares y rectangulares.
En relacio´n a las impurezas en corrales cua´nticos, investigamos el problema de
dos impurezas no magne´ticas en el interior del corral. Nuestro intere´s se centro´ en el
estudio del papel de las interferencias cua´nticas sobre la energ´ıa de interaccio´n entre
las impurezas. En el caso de los corrales el´ıpticos, buscamos verificar en que´ medida
las interferencias cua´nticas resultantes de las reflexiones en las paredes del corral
afectan la interaccio´n entre las impurezas. Por u´ltimo, calculamos la energ´ıa de
interaccio´n entre las dos impurezas en funcio´n de sus posiciones dentro de la elipse.
Finalmente, en el cap´ıtulo 5, presentamos las conclusiones y las perspectivas de
nuestro trabajo.
Cap´ıtulo 2
Aproximacio´n de enlace fuerte y
funciones de Green
En 1928 F. Bloch modelo´ electrones fuertemente ligados a los a´tomos, cuyas
funciones de onda solamente se superpon´ıan de´bilmente a sus vecinos. Esta aproxi-
macio´n de enlace fuerte (tight-binding, (TB, por sus siglas en ingle´s.)) fue formaliza-
da por Gregory Wannier en 1937, quien demostro´ que las funciones de Bloch pueden
ser siempre sumadas para obtener un conjunto completo de funciones de onda que
poseen una amplitud considerable u´nicamente en a´tomos individuales. Los modelos
basados en estas funciones de onda localizadas, han sido el punto de inicio para las
investigaciones de los electrones en los metales, a pesar de que no existe un sistema
f´ısico que se encuentre particularmente representado en forma precisa por ningu´n
modelo de enlace fuerte simple [26].
En el presente trabajo, estamos interesados principalmente en los so´lidos com-
puestos por a´tomos cuyos electrones de valencia ocupan orbitales ato´micos razona-
blemente localizados en los sitios respectivos. Estos estados forman una banda de
conduccio´n relativamente estrecha en el so´lido, que se encuentra parcialmente ocu-
pada. De esta manera, adoptamos el modelo de enlace fuerte para describir la es-
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tructura electro´nica del sistema. Con respecto a dicho formalismo, empleamos las
funciones de Green que son calculadas en la base de los orbitales ato´micos y, a
partir de ellos, podemos calcular todas las propiedades mono-electro´nicas de intere´s
[27, 28, 29].
2.1. Aproximacio´n de enlace fuerte
Dentro de la aproximacio´n de un electro´n, los estados electro´nicos satisfacen una





φα(~r) = εα φα(~r). (2.1)
Diversos me´todos fueron desarrollados para la obtencio´n de las soluciones de esta
ecuacio´n. Uno de esos me´todos, que se basa en la llamada “aproximacio´n de en-
lace fuerte,” destaca por su simplicidad y flexibilidad. Este me´todo de enlace fuerte
se aplica a sistemas perio´dicos o no perio´dicos, y se supone que los estados elec-
tro´nicos del so´lido en una determinada banda de energ´ıa pueden ser descritos como
combinaciones lineales de algunos orbitales ato´micos centrados en los sitios ~R de la
red. Esto es adecuado particularmente en los so´lidos compuestos por a´tomos cuyos
electrones de valencia ocupan orbitales ato´micos razonablemente localizados en los
sitios respectivos y que dan origen a las bandas relativamente estrechas.
A continuacio´n, presentamos una ra´pida descripcio´n de esta aproximacio´n [30].




bαµ~R |µ~R >, (2.2)
donde |µ~R > representa el orbital ato´mico µ centrado en el sitio ~R de la red y {bαµ~R}
son los coeficientes a ser determinados. Supongamos que el potencial U(~r) sea dado
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|µ~R > = εµ~R |µ~R >, (2.4)
donde εµ~R son las energ´ıas ato´micas. Suponemos, adema´s, que la superposicio´n entre
las funciones centradas en sitios distintos sea despreciable, de modo que la ecuacio´n
< µ~R| µ′ ~R′ > = δ~R~R′ δµµ′ (2.5)
representa la condicio´n de ortonormalidad. En esta aproximacio´n esta´ impl´ıcito el
cara´cter localizado de los orbitales ato´micos.
Substituyendo la expansio´n (2.2) y (2.3) en la ecuacio´n (2.1) y usando la condi-
cio´n de ortonormalidad (2.5) de los orbitales, obtenemos
∑
~R,µ







′| V~R′′ (~r) |µ, ~R >
 bαµ~R = εα bαµ′ ~R′ (2.6)
Esta es la ecuacio´n de autovalores que va a permitir obtener las posibles energ´ıas















= εµ~R δ~R~R′ δµµ′ +
∑




′ | V~R′′ |µ, ~R > (2.8)
Para obtener las soluciones no triviales para los coeficientes bαµ~R en la ecuacio´n(2.7)
debemos considerar que
det(εαI −H) = 0 (2.9)
donde I es la matriz de identidad. Una de las ventajas del me´todo de enlace fuerte es
justamente substituir la solucio´n de una ecuacio´n diferencial parcial por la solucio´n
de un problema de autovalores, lo que en el ca´lculo computacional es mucho ma´s
simple.
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Los te´rminos en la sumatoria en (2.8) pueden ser reunidos en dos grupos: los no
diagonales en los ı´ndices ~R de sitio y los diagonales. Dentro de los primeros, los ma´s









′| V~R | µ, ~R >, (2.10)
siendo las dema´s, denominadas integrales de tres centros, < µ
′
, ~R
′|V~R′′ |µ, ~R >, con
~R
′′ 6= ~R′ y ~R′′ 6= ~R, que son mucho menores que las integrales de transferencia y que
son usualmente despreciados. Dentro de los te´rminos diagonales, los ma´s importantes




(6= ~R) < µ, ~R|V~R′′ |µ, ~R >,
denominados correccio´n de campo cristalino, que pueden ser absorbidos en el te´rmino











(1− δ~R~R′ ) . (2.11)
2.1.1. Sistemas cristalinos
En el caso de un cristal, las energ´ıas ato´micas no dependen de ~R y, al mismo







′−~R . Esto permite que el hamiltoniano sea parcialmente diagonalizado
a trave´s de la transformacio´n unita´ria







~k·~R | µ, ~R >, (2.12)
para ~k en la primera zona de Brillouin y NI es el nu´mero de sitios de la red, que nos
permite obtener
Hµ′µ(
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La dimensio´n de la matriz, que representa el hamiltoniano, es dada por el nu´mero
de orbitales ato´micos considerados en la expansio´n (2.2) y e´ste depende del ancho
de energ´ıa dentro de la cual se busca obtener los estados electro´nicos del so´lido.
La estructura de banda del so´lido se obtiene diagonalizando H(~k) en los ı´ndices
de orbitales, esto es, pasando de los estados {| µ,~k >} a los estados {| n,~k >},
obteniendo entonces εn~k.
2.2. Funciones de Green
La funcio´n de Green asociada a un Hamiltoniano (H) es definida como
G(z) = (z −H)−1 , (2.15)
donde la energ´ıa z puede asumir valores complejos. La razo´n para introducir esta
funcio´n es que contiene informaciones relevantes sobre el sistema descrito por H,
las cuales pueden ser obtenidas con un esfuerzo computacional menor de lo que es
necesario para resolver la ecuacio´n (2.1).




|φα > εα < φα|, (2.16)





z − εα < φα|, (2.17)
que es conocida como representacio´n de Lehemann. Esta expresio´n nos muestra que
G(z) presenta polos (o cortes, en el caso de un espectro continuo) a lo largo del
eje real. As´ı, es conveniente introducir las funciones de Green retardada, G+(E) =
G(E + iη), y avanzada, G−(E) = G(E − iη), donde E ∈ < y η es una cantidad
infinitesimal positiva. A partir de estas funciones, podemos obtener la densidad de
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δ(E − εα). (2.18)
La densidad de estados tambie´n puede ser expresada en te´rminos de la funcio´n














E − εα + iη
}
= −pi δ(E − εα), (2.20)
obtenemos la densidad de estados como







Otra cantidad f´ısica de intere´s es la densidad de estados proyectada en un punto,




|φα(~r)|2 δ(E − εα). (2.22)
De acuerdo con la notacio´n
∫
dE fFD(E) ρ(E,~r) = n(~r) (2.23)
donde fFD(E) es la funcio´n de Fermi-Dirac, o sea, la integral de ρ(E,~r), sobre los
estados ocupados, obtenemos la densidad de part´ıculas, la cual desempen˜a un papel
importante en la teor´ıa electro´nica de los so´lidos. En el caso del modelo de enlace
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donde ρµ(E, ~R) es la componente de la densidad de estados local asociada al orbital
µ, definida como
ρµ(E, ~R) = − 1
pi




|bαµ~R|2 δ(E − εα). (2.26)
La importancia de las funciones de Green y de sus propiedades, discutidas ante-
riormente, nos permiten entender la teor´ıa del STM y su aplicacio´n a los corrales
cua´nticos, como veremos ma´s adelante [31].
Cap´ıtulo 3
Bases teo´ricas de los corrales
cua´nticos
El espectacular desarrollo de la te´cnica del microscopio de barrido por efecto
tu´nel (STM) hizo posible la medicio´n local de las propiedades electro´nicas con reso-
lucio´n espacial en la escala de longitudes ato´micas, asi como la manipulacio´n indi-
vidual de los a´tomos en las superficies meta´licas [8]. Gracias a esto, se construyeron
diversas estructuras compuestas por a´tomos absorbidas en la superficie de algunos
metales y se observaron sus propiedades [31].
Uno de los experimentos ma´s destacados fue el realizado por el grupo de la
IBM, en Almaden [10], en el cual se observo´ el surgimiento de un curioso efecto de
formacio´n de una imagen cua´ntica (figura (3.1)). Utilizando el microscopio de barrido
por efecto tu´nel (STM), los a´tomos de Co fueron depositados sobre la superficie (111)
del Cu, lo que motivo´ la formacio´n de una elipse de dimensiones nanome´tricas, con un
a´tomo de Co en su interior. Cabe sen˜alar que la superficie (111) de los metales nobles
presenta un estado electro´nico superficial desacoplado de los estados del volumen
[32], lo cual queda incluido en el interior de la elipse. El feno´meno, todav´ıa ma´s
interesante, esta´ relacionado al a´tomo de Co adicional (impureza), situado dentro
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de la elipse. Con el auxilio de un STM, se observa una clara sen˜al asociada a una
resonancia Kondo en el sitio de la impureza [10]. Por lo tanto, segu´n lo estudiado por
Manoharan y colaboradores, cuando esta impureza se localiza en uno de los focos
de la elipse, se observa una sen˜al Kondo en el foco desocupado [10].
Figura 3.1: Las dos primeras figuras arriba muestran las topograf´ıas observadas con
el STM y las dos figuras de abajo muestran los mapas espectrales asociados [33].
Cuando un a´tomo de Co se localiza en un foco del corral cua´ntico el´ıptico (izquierda
superior), el efecto Kondo es evidente en ambos focos (izquierda inferior). Cuando
el a´tomo es localizado en otro lugar de la elipse (derecha superior), no aparece la
imagen cua´ntica (derecha inferior).
El feno´meno de formacio´n de una imagen, resulta del cara´cter ondulatorio de los
electrones y de la existencia de interferencias cua´nticas, entre la onda incidente y la
onda reflejada por las paredes del corral. El estudio de Manoharan et al. representa
una de las ma´s espectaculares ilustraciones de dichos efectos. Tal estudio motivo´ la
presente investigacio´n relacionado con las impurezas en corrales el´ıpticos, en los
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siguientes puntos:
1. impureza no magne´tica - formacio´n de la imagen cua´ntica; naturaleza de la
imagen.
2. impureza magne´tica - formacio´n de una imagen magne´tica; orientacio´n relativa
de los momentos magne´ticos del objeto y de la imagen.
3. interaccio´n entre impurezas no magne´ticas.
A continuacio´n, presentamos inicialmente una discusio´n breve de los principios de
funcionamiento de un STM y discutimos algunos aspectos asociados al experimento
de Manoharan et al. [10], para luego tratar los puntos mencionados arriba.
3.1. Principio ba´sico del Microscopio de Efecto
Tu´nel (STM)
El STM fue desarrollado por G. Binnig y H. Rohrer en el laborato´rio de inves-
tigacio´n de la IBM en Zu´rich, Suiza, al final de la de´cada de 1970 e inicio de 1980
[6]. El componente clave del STM es una punta meta´lica, frecuentemente hecha de
tungsteno, n´ıquel, oro o platino. Dicha punta esta´ montada dentro de un mecanismo
de elementos piezo-ele´ctricos que controlan su posicio´n en tres dimensiones. Estos
elementos piezo-ele´ctricos tienen la propiedad de contraerse o de expandirse cuando
se les aplica un voltaje; adema´s, tambie´n generan pequen˜as corrientes cuando son
flexionados o comprimidos. Son usualmente hechos de cera´mica muy dura, de modo
que los movimientos inducidos por el voltaje pueden ser menores que un de´cimo de
nano´metro; esto permite un control muy fino y necesario para la obtencio´n de la
imagen y la manipulacio´n a nivel ato´mico y molecular.
A distancias muy pequen˜as, las nubes electro´nicas de los a´tomos en la punta
meta´lica comienzan a superponerse con los a´tomos de la superficie de la muestra.
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As´ı, cuando un voltaje es aplicado, los efectos cua´nticos permiten el paso de los
electrones a trave´s de la pequen˜a separacio´n entre la punta y la superficie, creando
una corriente pequen˜a pero medible. Esta corriente es muy sensible a la distancia
entre la punta y la superficie, incrementa´ndose exponencialmente cuando la punta
se aproxima a la superficie. Puesto que la corriente aumenta ra´pidamente cuando
la distancia disminuye, existen cambios muy pequen˜os – menores que una de´cima
parte de un nano´metro – en la posicio´n de la punta que pueden ser detectadas cerca
de la superficie.
Para generar la imagen, la punta es movida hacia atra´s y hacia adelante a lo largo
de la muestra, en intervalos muy pequen˜os. Cuando la aguja examina la superficie, su
altura se ajusta continuamente para conservar constante la corriente de tunelamien-
to, eleva´ndose para despue´s deslizarse sobre las irregularidades y descender en el
vac´ıo. Estos ajustes frecuentemente originan una especie de mapa topogra´fico de la
superficie de la muestra a escala ato´mica (figura (3.2)).
Figura 3.2: Representacio´n esquema´tica de la separacio´n superficie-punta del STM
[34].
3.1 Principio ba´sico del Microscopio de Efecto Tu´nel (STM) 17
3.1.1. Teor´ıa STM
Para el tratamiento teo´rico del problema del STM, es necesario lo siguiente: una
descripcio´n del potencial electro´nico de la regio´n (gap) entre la punta y la superficie
de la muestra, una descripcio´n detallada de los estados electro´nicos tanto de la
muestra como de la punta y la determinacio´n de la cola de la funcio´n de onda de
los electrones en el gap, entre la punta y la superficie. Es ma´s complicado calcular
funciones de onda exactas que energ´ıas totales, de modo que los ca´lculos de la funcio´n
de onda de la punta son muy complicados. Adema´s de eso, la punta y la muestra
pueden interactuar tan fuertemente que la punta, el gap y la muestra deben ser
considerados como un sistema completo y no como sistemas separados. Por esta
razo´n, el desarrollo teo´rico en el campo del STM ha sido limitado en comparacio´n
con el desarrollo experimental.
Las diferentes teor´ıas de tunelamiento se basan en el “Hamiltoniano de transfe-
rencia perturbativa”, formalismo introducido por Bardeen [35]. Aqu´ı la interaccio´n
entre los dos electrodos es suficientemente de´bil para ser despreciada y la corriente
de tunelamiento puede ser calculada a partir de las autofunciones Ψµ y Ψν , con
autoenerg´ıas Eµ y Eν , de la punta y de la muestra, respectivamente. En este for-
malismo, la corriente de tunelamiento It es calculada a partir de la superposicio´n de






f(Eµ) [1− f(Eν + eVt)] |Mµν |2δ(Eµ − Eν), (3.1)








donde m es la masa del electro´n y la integral es sobre cualquier superficie S0 que
contenga la regio´n de la barrera. La cantidad entre pare´ntesis es justamente el ope-
rador corriente. La funcio´n delta en la ecuacio´n (3.1) implica que el electro´n no pierde
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energ´ıa durante el tunelamiento (tunelamiento ela´stico). En cuanto a la funcio´n de
distribucio´n Fermi-Dirac (f(E)) toma en cuenta que el tunelamiento ocurre, por
ejemplo, de un estado de la punta ocupado a un estado de la muestra vac´ıo. El
desnivel de energ´ıa eVt es el resultado de la ca´ıda del voltaje de tunelamiento Vt.
Formalismo de Tersoff-Hamann
Tersoff y Hamann [7] fueron los primeros en tratar el problema del tunelamiento
en el STM basa´ndose en el hamiltoniano de transferencia. La dificultad en ese ca´lculo
reside en evaluar el elemento de matriz Mµν o, equivalentemente, en modelar las
funciones de onda de la superficie y de la punta. Ellos consideraron el l´ımite de
Vt pequen˜o e hicieron la suposicio´n de que la punta sea esfe´rica, con un radio de
curvatura R, y por lo tanto pueda ser descrita apenas por funciones de onda-s que
son esfericamente sime´tricas. Con estas suposiciones, Tersoff y Hamann obtuvieron




≈ 0,1R2 e2κR ρS(~rt, EF ) (3.3)
y
ρS(~rt, EF ) =
∑
ν
|Ψν(~rt)|2 δ(Eν − EF ), (3.4)
donde ρS(~rt, EF ) es la densidad de estado local (LDOS) de la superficie de la muestra
en el nivel de Fermi calculada en la posicio´n central ~rt de la punta, κ = h¯
−1(2mφ)1/2
es la longitud de decaimiento de la funcio´n de onda en el vac´ıo y φ es la altura de
la barrera del tunelamiento relativo al nivel de Fermi, EF . Dentro de este modelo,
la topograf´ıa STM de corriente constante tiene una interpretacio´n simple como con-
torno de ρS(~rt, EF ), esto es, estas funciones solamente reflejan las propiedades de la
muestra y no del sistema complejo punta-muestra.
Dentro del formalismo de Tersoff y Hamann es posible hacer estimaciones aproxi-
madas de un nu´mero de factores importantes que limitan la resolucio´n ato´mica en
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imagenes STM. Puesto que |Ψν(~rt)|2 ∝ e−2κ(R+z), observamos que la conductancia




∝ e−2κz = exp(−1,025
√
(φ) z), (3.5)
(φ en eV y z en A˚) y la conductancia de tunelamiento consecuentemente decae
exponencialmente con el incremento de la distancia z entre la punta y la superficie.
3.2. Imagen cua´ntica de impurezas en corrales el´ıpti-
cos
Cuando un electro´n es confinado en la escala del orden de la longitud de onda de
de Broglie, su comportamiento es dominado por los efectos cua´nticos. Los electrones
que ocupan los estados de superficie en metales nobles forman un gas de electro´n
libre cuasi bidimensional (2DEG). El movimiento electro´nico paralelo a la superficie
puede, por tanto, ser confinado por impurezas convenientemente localizadas sobre la
superficie, como los corrales cua´nticos. Los efectos de confinamiento pueden entonces
ser observados con la te´cnica STM.
Las figuras (3.3) muestran imagenes de algunos corrales cua´nticos producidos
por a´tomos de Fe en la superficie de Cu.
Recordemos que para determinar el estado de 2DEG, es decir, que´ estados son
ocupados a T = 0 K debemos tomar en cuenta el principio de Pauli, que establece
que dos electrones no pueden tener el mismo conjunto de nu´meros cua´nticos (or-
bitales y de esp´ın). Matema´ticamente, este principio es satisfecho exigie´ndose que la
funcio´n de onda total de los electrones sea antisime´trica. El principio de Pauli crea
correlaciones en el movimiento de los electrones de un sistema, con importantes
consecuencias para las propiedades magne´ticas y de conduccio´n de los materiales.
Ya ha sido demostrado que el STM posibilita nuevas maneras de estudiar el
confinamiento electro´nico y los efectos de dimensio´n reducida en los metales. En
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particular, se origina de la teor´ıa vista anteriormente que la corriente de tunelamiento
de un STM da una medida de la densidad local de estados en el nivel de Fermi EF
de la superficie.
Figura 3.3: La figura muestra los patrones de interferencia cua´ntica que se forman
en el interior de los corrales cua´nticos de diferentes formatos obtenidos por STM .
Los efectos de confinamiento del electro´n son evidentes ([36]).
Recientemente diversos grupos de investigadores demostraron, a trave´s del STM
[37, 38, 10], que una impureza magne´tica absorbida en la superficie de un metal
normal origina una estructura estrecha y de resonancia similar en las densidades de
estados de la superficie, cuya forma asime´trica se asemeja a la resonancia de Fano1.
Los experimentos fueron realizados con a´tomos individuales de Ce sobre la superficie
de Ag [37], as´ı como con a´tomos individuales de Co sobre las superficies de Au [38] y
Cu [10] por medio de la evaluacio´n de la carater´ıstica corriente versus voltaje (I-V)
de la corriente de tunelamiento a trave´s de la punta del STM colocada cerca de la
superficie y a una pequen˜a distancia de la impureza magne´tica.
1El problema fue originalmente considerado por Fano en 1935 y despue´s revisado por el mismo
autor con el formalismo de la funcio´n de Green [39, 40].
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Un a´tomo magne´tico en una matriz no magne´tica es a veces referido como una
impureza Kondo. El esp´ın de la impureza interactu´a con el esp´ın de los electrones
de conduccio´n del material matricial y esa interaccio´n resulta en una especie de
condensacio´n del esp´ın alrededor de la impureza que es antiparalela al momento
magne´tico de la impureza (Kondo cloud). Este efecto, adema´s, de afectar la respuesta
magne´tica del sistema, conduce a propiedades de transportes ano´malas en aleaciones
magne´ticas diluidas (el efecto Kondo). Este efecto ha sido observado en diferentes
sistemas, incluyendo impurezas magne´ticas simples sobre las superficies [10, 38] y
puntos cua´nticos [41].
En la superficie de Cu(111) se forma un gas de electrones libres bidimensionales.
Estos electrones ocupan una banda de estado de superficie, la cual se inicia 450mV
abajo de la EF . Los a´tomos de Co situados sobre la superficie son inmersos dentro del
mar de electrones bidimensionales, dando origen a barreras que permiten confinar el
gas de electrones a una regio´n de la superficie. Este hecho es esencial, puesto que es
precisamente la presencia de ese potencial de confinamiento el que ira´ a posibilitar la
formacio´n de una imagen cua´ntica. En el experimento de Manoharan y colaboradores
[10], se formo´ un corral el´ıptico con los a´tomos de Co, como se muestra en la figura
(3.1).
Como se indico´ anteriormente, Manoharan et al. [10] observaron que cuando un
a´tomo adicional de Co se localizaba en uno de los focos de la elipse, una imagen
magne´tica de la misma se formaba en el otro foco. Las dos primeras imagenes de
la figura (3.1) muestran la topograf´ıa STM de uno de los resonadores cuando la
impureza magne´tica es localizada en dos posiciones distintas. El mapa dI/dV nos
da una visio´n de la polarizacio´n de esp´ın del gas de electrones dentro del corral
cua´ntico.
Cap´ıtulo 4
Modelo de enlaces fuertes en los
corrales cua´nticos
Consideraremos para la descripcio´n del sistema de corrales cua´nticos, el modelo
de enlaces fuertes con un orbital por sitio y con integrales de transferencia solo
entre los primeros sitios vecinos. La razo´n para esta eleccio´n es el hecho de que
ese modelo incorpora los efectos cua´nticos que deseamos estudiar, siendo todav´ıa
simple de abordar desde el punto de vista computacional. Estaremos interesados en
estudiar los estados electro´nicos de superficie. Por lo tanto, consideraremos una red
cuadrada, donde los sitios son especificados por un ı´ndice i. De esa forma, el orbital
ato´mico centrado en cada sitio puede ser especificado en la forma |i >.
El hamiltoniano de enlaces fuertes que utilizamos para describir una de las sub-




|i > εi < i|+
∑
i,j
|i > tij < j|, (4.1)
donde εi es la energ´ıa orbital ato´mica en el sitio i y tij son las integrales de trans-
ferencia entre los primeros vecinos que tomamos igual a t = −0,5.
Una vez que el hamiltoniano H es escrito en la forma matricial tenemos que dia-
gonalizar el hamiltoniano para calcular los autovalores y autovectores del sistema
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bidimensional. A partir de estos resultados, podemos estudiar la distribuicio´n espa-
cial de la amplitud de probabilidad de los diferentes autoestados del sistema. Esas
distribuciones nos muestran, de manera clara, los efectos de interferencias cua´nticas
debidos al confinamiento de los electrones en la superficie del material matricial por
los a´tomos que forman el corral.
4.1. Sistemas sin impurezas
Como el papel de las impurezas en el borde del corral es el de confinar los
electrones, podemos entonces tomar un sistema finito constitu´ıdo por la regio´n
interna del corral. Una elipse es el conjunto de puntos del plano xy, tales que
d(P, F1) + d(P, F2) = 2a. La ecuacio´n de la elipse con centro en el origen (0, 0)







La elipse tiene dos puntos focales con coordenadas (±c, 0), donde c = √a2 − b2, y su
excentricidad es definida por e = c
a
; donde a es el semi-eje mayor y b es el semi-eje
menor. El a´rea de la elipse es A = piab.
Cuadro 4.1: Tabla de los para´metros de la elipse de excentricidad e = 0,8, donde a
es el semi-eje mayor, b es el semi-eje menor, c la distancia focal, Ns el nu´mero de
a´tomos que conforman la elipse, a0 es el para´metro de red y A el a´rea de la elipse.
a b c Ns A
20a0 12a0 ±16a0 749 240pia20
25a0 15a0 ±20a0 1173 375pia20
30a0 18a0 ±24a0 1677 540pia20
35a0 21a0 ±28a0 2293 735pia20
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Cuadro 4.2: Tabla de los para´metros de la elipse de excentricidad e = 0,6, donde a
es el semi-eje mayor, b es el semi-eje menor, c la distancia focal, Ns el nu´mero de
a´tomos que conforman la elipse, a0 es el para´metro de red y A el a´rea de la elipse.
a b c Ns A
20a0 16a0 ±12a0 993 320pia20
25a0 20a0 ±15a0 1559 500pia20
30a0 24a0 ±18a0 2253 720pia20
35a0 28a0 ±21a0 3063 980pia20
Las tablas ( 4.1) y ( 4.2) muestran los diferentes para´metros que conforman la
elipse, as´ı como los valores de nu´meros de sitios Ns para dos diferentes excentrici-
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Figura 4.1: La figura muestra el corral el´ıptico (ecuacio´n (4.2)), donde la l´ınea con-
tinua (color azul) representa el contorno donde el potencial es infinito.
Consideremos, en primer lugar, el caso de un corral el´ıptico con 2293 a´tomos y
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sin impurezas, como se aprecia en la figura (4.1). La l´ınea continua en esta figura
representa el contorno donde el potencial es infinito. La matrizH es diagonalizada en
el espacio real, obteniendo los autoestados y autovalores del sistema. Todos nuestros
resultados nume´ricos de aqu´ı para adelante se referira´n a un corral el´ıptico con
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Figura 4.2: Las figuras muestran la densidad de estado total versus energ´ıa para el
mismo corral el´ıptico y para la red infinita bidimensional [27], respectivamente.
Las autoenerg´ıas del sistema se distribuyen en el intervalo de (−2, 2), asumiendo
la unidad de energ´ıa tal que 2|t| = 1; siendo la curva de densidades de estados
mostrada en la figura (4.2), donde introducimos un alargamiento en las funciones
delta de Dirac






E − Em + iη , (4.3)
donde usamos la ecuacio´n (2.18) estudiada en el cap´ıtulo 2, y Em son los autovalores
del hamiltoniano sin impurezas (H0) y η = 0,05 t.
Observamos que los estados presentan degenerescencias, que se torna ma´s pro-
nunciada en el centro de la banda. Es clara la semejanza entre la densidad de estados
para este sistema (figura (4.2)) y de una red infinita bidimensional (figura (4.2)),
semejanza que se torna mayor a medida que las dimensiones de la elipse crecen. Por
4.1 Sistemas sin impurezas 26
lo tanto, los efectos de confinamiento se hacen notar en el cara´cter discontinuo del
espectro y en la estructura de la curva.
La densidad de part´ıculas en cada sitio j dentro del corral asociada a los k−e´simo
estado es dada por:
ρk(j) = | < j | ψk > |2. (4.4)




| < j | ψk > |2,
= | < j | ψ1 > |2 + | < j | ψ2 > |2 + · · ·+ | < j | ψM > |2 (4.5)






| < j | ψk > |2 (4.6)







donde las energ´ıas εk esta´n ordenadas de modo que ε1 < ε2 < ε3 < ....
La figura (4.3) muestra las curvas de densidad de probabilidad en corrales el´ıpti-
cos para distintos autovalores. Vemos claramente en esas figuras los efectos de las
interferencias cua´nticas sobre las funciones de onda, debido a las reflexiones en los
bordes de los corrales.
En la figura (4.3) se muestran los gra´ficos para los estados k = 1, 12, 81, 92. Vemos
que el estado 1 (estado fundamental), por ejemplo, tiene una alta probabilidad en
el centro de la elipse (x = 0, y = 0). Observemos que las densidades de probabilidad
van a cero en los bordes de la elipse. En la misma figura (4.3) podemos observar que
para algunos estados las densidades de probabilidades son ma´ximas en los focos de
la elipse, debido a los efectos de interferencia cua´ntica.
La figura (4.4) muestra algunas secciones de la superficie de probabilidad para
el estado k = 12. En la parte superior de la figura mostramos la superficie ρk(j)

















Figura 4.3: Densidad de probabilidad ρk(x, y) versus la posicio´n (x, y) para los
estados k = 1, 12, 81, y 92, con autovalores: ε1 = −1,99568, ε12 = −1,95805,
ε81 = −1,76764 y ε92 = −1,74021, respectivamente. La figura (a) representa el esta-
do fundamental y las figuras (b), (c) y (d) representan los estados donde la densidad
de probabilidad es mayor en los focos del mismo corral el´ıptico sin impurezas.
para toda la region de la elipse, mientras que en la parte inferior se representa la
seccio´n a lo largo del eje mayor (X) y del eje menor (Y ) de la elipse, respectivamente.
Podemos observar la ocurrencia de ma´ximos en la amplitud en los focos (indicados
por una l´ınea vertical) y la simetr´ıa de las oscilaciones en relacio´n al centro de la
elipse. Las oscilaciones a lo largo del eje Y tambie´n son sime´tricas. Verificamos que
varios otros estados, tales como k = 81 y 92 tambie´n presentan ma´ximos en los
focos.
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Figura 4.4: Las dos figuras de arriba muestran la densidad de probabilidad ρk(x, y)
versus la posicio´n (x, y) y la proyeccio´n sobre la superficie, respectivamente. Las dos
figuras de abajo muestran cortes de la superficie sobre el eje mayor (x) y sobre el
eje focal (y) del lado izquierdo para un corral el´ıptico con a = 35, b = 21 y k = 12,
correspondiendo a la energ´ıa ε12 = −1,95805.
Adema´s, la intensidad de la probabilidad en los focos depende del estado. En
la figura (4.5) se muestran las densidades espaciales de part´ıculas ρ(j) para los
diferentes valores de M (columna de la izquierda), esto es, M = 16, 82, 91, mientras
que la columna de la derecha representa la seccio´n a lo largo del eje mayor de la elipse.
Observamos que las ondas estacionarias cambian para cada valor deM . Observamos
ma´ximos en los focos para el estado M = 16, lo mismo no ocurre para M = 82 y
M = 91. Esto sera´ relevante cuando analicemos los sistemas con impurezas.





















































Figura 4.5: Las figuras en la columna de la izquierda muestran la superficie ρ(x, y)
para toda la regio´n de la elipse, para valores de M = 16, 82 y 91, mientras que las de
la derecha representan la seccio´n a lo largo del eje mayor (x) de la elipse (las l´ıneas
continuas representan la localizacio´n de los focos F1 y F2). Las energ´ıas por sitios,
definidas en la ecuacio´n (4.7), para cada M son: −0,01374, −0,06707 y −0,07394,
respectivamente.
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4.2. Impurezas no magne´ticas en corrales cua´nti-
cos
En esta seccio´n tratamos dos casos: de una impureza, y de un par de impurezas












Figura 4.6: Construccio´n de una elipse con una u´nica impureza substitucional situa-
das: en el foco izquierdo F1(−c, 0) (figura del lado izquierdo) y en la posicio´n (0,−Y )
en el eje menor (figura del lado derecho) del corral.
En primer lugar, consideramos una impureza substitucional del tipo B en un
sistema constitu´ıdo por a´tomos de tipo A. Sea εi = ε0 la energ´ıa ato´mica del sistema
matricial y εi = εI la energ´ıa ato´mica de la impureza. Vamos a designar el sitio
ocupado por la impureza por el ı´ndice I, como se representa esquema´ticamente en




|i > εi < i| +
∑
i,j
|i > tij < j| + |I > ∆ε < I|. (4.8)
donde
∆ε = εI − ε0. (4.9)
Estamos suponiendo que los efectos de la impureza sobre el potencial electro´nico se
restringen al sitio ocupado por e´sta, lo que ser´ıa razonable para sistemas meta´licos,
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en los cuales el blindaje de un potencial coulombiano perturbador es conveniente.
El hamiltoniano del sistema toma entonces la forma
H = H0 + V1 (4.10)
donde V1 = |I > ∆ε < I| es el potencial dispersor asociado a la impureza en el sitio
I. Recordemos que cuando la valencia de la impureza es mayor que la del material














Figura 4.7: Construccio´n de una elipse que contiene dos impurezas substitucionales
colocadas primero en las posiciones F1 y en X a lo largo del eje mayor de la elipse
(figura de la izquierda), y luego en la coordenada (0,−Y ) y en Y a lo largo del eje
menor de la elipse (figura de la derecha).
En el caso de dos impurezas substitucionales de un mismo elemento B, locali-
zadas en los sitios l y m, como se observa en la figura (4.7), debemos considerar
las perturbaciones en el potencial cristalino asociadas a cada una de ellas. As´ı, el




|i > ε0 < i| +
∑
i,j
|i > tij < j| + |l > ∆ε < l| + |m > ∆ε < m|
= H0 + V2. (4.11)
Los hamiltonianos (4.8) y (4.11) pueden ser diagonalizados nume´ricamente, siendo el
nu´mero de a´tomos del sistema se ve limitado por la disponibilidad de memoria de la
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computadora y por el tiempo que tomar´ıa el co´mputo. Aqu´ı presentamos resultados
para sistemas de hasta 2293 a´tomos.
Una vez que tengamos los autovalores y los autoestados de los sistemas men-
cionados arriba, podemos analizar las curvas de variacio´n en la ocupacio´n de cada
estado k en un sitio dado j en el estado k, definida como:
δρk(j) = ρk(j)− ρ0k(j)
= | < j | ψk > |2 − | < j | ψ0k > |2 (4.12)
donde el super´ındice 0 identifica la densidad de estados asociada al sistema sin
impureza.
La variacio´n en la densidad espacial de carga es dada por:





| < j | ψk > |2 − | < j | ψ0k > |2
]
, (4.13)
donde estamos considerando M estados ocupados.
4.2.1. Sistemas con una impureza
Focalizamos, inicialmente, corrales el´ıpticos en los cuales introducimos una im-
pureza atractiva, es decir, ∆ε < 0. La presencia de ese potencial aumenta natural-
mente la densidad electro´nica en el sitio de la impureza, de modo que la blinda. Ese
efecto es ilustrado en la figura (4.8), la cual muestra el nu´mero de electrones en el
sitio de una impureza ubicada en uno de los focos de un corral con a = 35 a0 y
b = 21 a0, esto es, en la posicio´n (−28, 0) en funcio´n de ∆ε, y escojemos la densidad
electro´nica del sistema no perturbado (esto es, sin la impureza) correspondiente a
M = 16. Vemos que el nu´mero de part´ıculas en el sitio de la impureza se aproxima
ra´pidamente a 1, que corresponde al valor ma´ximo dentro del modelo de un orbital
por sitio (no estamos incluyendo el spin electro´nico).



















Figura 4.8: Densidad espacial de carga en el sitio de la impureza no magne´tica,
localizada en la posicio´n focal (−28, 0) de un corral el´ıptico con a = 35 a0 y b = 21 a0








































Figura 4.9: La variacio´n en la densidad espacial de carga ∆ρ(x, y) versus la posicio´n
(x, y), y un corte sobre el eje menor (y) del corral el´ıptico con dimensiones: a = 35,
y b = 21. La impureza no magne´tica esta´ localizada en el punto (0,−14) de la elipse
con ∆ε = −0,5, para M = 16.
Para visualizar lo que ocurre en los sitios vecinos, presentamos en la figura (4.9)
la variacio´n en la densidad electro´nica ∆ρ(j) para una impureza localizada en el sitio
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(0,−14) de ese mismo corral (a = 35 a0, b = 21 a0 y M = 16), para un potencial
∆ε = −0,5. En la primera figura tenemos una visio´n bidimensional de la variacio´n
en la densidad de part´ıculas, y en la segunda, vemos un corte a lo largo del eje y,
sobre el cual la impureza esta´ localizada. Vemos que la variacio´n en la carga ocurre
en las vecindades inmediatas de la impureza donde se observa aun la ocurrencia
de un comportamiento oscilatorio con amplitud decreciente en ∆ρ(j) a partir de la
posicio´n de la impureza, que corresponde a las oscilaciones de Friedel discutidas en
el cap´ıtulo 1, pero no identificamos el surgimiento de una imagen de la impureza.
Ma´s au´n, para la impureza localizada en uno de los focos se observa un compor-
tamiento diferente de ∆ρ(j). La figura (4.10) muestra un corte en la funcio´n ∆ρ(j)
a lo largo del eje x de la elipse que estamos considerando, cuando una impureza con
∆ε = −0,5 es colocada en el foco F1 = (−28, 0). Se presentan tres conjuntos de
datos correspondientes a tres distintas concentraciones electro´nicas de la elipse sin
impureza, las cuales son M = 16, 82 y 91. El hecho interesante observable en los
tres casos es el surgimiento de un aumento en la densidad electro´nica en la regio´n
alrededor del segundo foco. En los dos primeros casos (M = 16 y 82), ese aumento
en ρ(j) es pequen˜o, pero claramente distinto del que se podr´ıa atribuir a las oscila-
ciones de Friedel. La variacio´n en ρ(j) es todav´ıa ma´s pronunciada para M = 91.
O sea, la intensidad del efecto depende de la densidad electro´nica del sistema ma-
tricial. No obstante, nuestros resultados revelan un efecto au´n ma´s interesante: que
la naturaleza de la imagen var´ıa con la densidad electro´nica del material matricial.
De hecho, observamos en los dos primeros casos que la imagen corresponde a una
disminucio´n en la carga local, como si una impureza repulsiva hubiese sido intro-
ducida en el segundo foco, mientras que la impureza real, situada en el primer foco,
es atractiva. Para M = 91 tenemos ambas, impureza e imagen, que corresponden a
potenciales atractivos.

















































































































Figura 4.10: La variacio´n en la densidad espacial de carga ∆ρ(x, y) versus la posicio´n
(x, y), y un corte sobre el eje mayor (x) del corral el´ıptico con a=35, y b=21. Una
impureza esta´ localizada en el foco de la elipse con un potencial atractivo ∆ε = −0,5.
La primera fila es para M = 16, la segunda para M = 82 y la tercera para M = 91.
En la segunda columna las flechas indican la localizacio´n del otro foco.
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Figura 4.11: La variacio´n en la densidad espacial de carga ∆ρ(x, y) versus la posicio´n
(x, y), y un corte sobre el eje x paraM = 16. La primera fila es para el corral circular
con radio R = 35a0. La segunda fila es para el corral rectangular con las dimensiones
de L1 = 70 a0 y L2 = 42 a0. Para ambos corrales, la impureza fue localizada en la
posicio´n (−28, 0) con un potencial atractivo ∆ε = −0,5. En la segunda columna, en
el inset las flechas indican la localizacio´n del otro punto focal (+28, 0).
Es importante sen˜alar que la formacio´n de una imagen, que resulta de las in-
terferencias constructivas entre las ondas electro´nicas dispersadas por la impureza
y reflejadas por las paredes del corral, no se restringe a las impurezas localizadas
en el foco de las elipses. En la figura (4.11) presentamos los resultados de ∆ρ(j)
para las impurezas localizadas en un corral circular, con radio R = 35 a0, y en un
corral rectangular, con lados L1 = 70 a0 y L2 = 42 a0. En ambos casos, la impureza
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esta´ localizada en el sitio (−28, 0), su potencial corresponde a ∆ε = −0,5 y la den-
sidad electro´nica del material matricial corresponde a M = 16. En el caso de un
corral circular, verificamos la ocurrencia de diversas regiones donde la interferencia
constructiva esta´ dispuesta a la misma distancia del centro de la impureza. El corte
de ∆ρ(j) a lo largo del eje x es mostrado en la figura (4.11.a), donde la figura interior
representa una ampliacio´n en el eje vertical. La imagen de la impureza tiene, en este
caso, la misma naturaleza de la impureza. Y en el caso de un corral rectangular,
la imagen que se forma es mucho ma´s tenue, pero queda ma´s clara cuando el eje
vertical es ampliado, como se muestra en la figura interior del segundo gra´fico en
la figura (4.11.b). Resaltamos que en este caso la imagen tiene naturaleza distinta
a la de la impureza. O sea, la naturaleza de la imagen depende de la concentracio´n
electro´nica del material matricial y de la forma del corral.
4.2.2. Sistemas con dos impurezas
El caso de dos impurezas en un corral el´ıptico presenta algunas caracter´ısticas
interesantes. Vamos a ilustrar este hecho considerando un corral con a = 35 a0,
b = 21 a0 y M = 16, en el cual dos impurezas atractivas (∆ε = −0,5) son colocadas
en su interior. La primera es mantenida fija en el foco F1 = (−28, 0) y la segunda
es colocada en 4 posiciones distintas: (−5, 0), (0, 0), (5, 0) y F2 = (28, 0). Estas
posiciones fueron escogidas por representar puntos de mı´nimo [(−5, 0) y (5, 0)] y
de ma´ximo [(0, 0) y F2] de ρ(j) del corral vac´ıo, como se aprecia en la figura (4.5).
La figura (4.12) muestra la variacio´n en la densidad espacial de carga ∆ρ(x, y = 0)
para las cuatro posiciones de la segunda impureza. Verificamos que para M = 16 y
para el caso de las impurezas que esta´n colocadas sobre los dos focos de la elipse,
la concentracio´n de carga, en el entorno de cada una, pasa por un ma´ximo, lo que
significa que en esa condicio´n el blindaje de los potenciales de las impurezas se torna
ma´s eficiente.
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Figura 4.12: La variacio´n en la densidad espacial de carga ∆ρ(j) versus la posi-
cio´n (x, 0), y un corte sobre el eje mayor del corral el´ıptico con las dimensiones
de a=35, b=21. Hemos fijado una impureza en la posicio´n (−28, 0) y la segunda
impureza situada en las posiciones (-5,0), (0,0),(5,0) y (-28,28), con el mismo po-
tencial atractivo ∆ε = −0,5, correspondiente para M = 16. Las flechas indican la
localizacio´n del otro punto (+28, 0).
4.3. Energ´ıa de interaccio´n entre impurezas no
magne´ticas
Los ca´lculos de la densidad espacial de carga para un corral el´ıptico con dos
impurezas nos mostraron que el blindaje del potencial de esas impurezas se torna
ma´s efectiva cuando ellas ocupan los focos de la elipse. El blindaje ma´s efectivo se
debe reflejar en la interaccio´n entre las impurezas, como analizaremos a continuacio´n.
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En un metal, la interaccio´n entre pares de impurezas es mediada por el mate-
rial matricial y resulta de las modificaciones en la estructura electro´nica del metal
debidas a la introduccio´n de las impurezas. La presencia de una de las impurezas
representa un potencial perturbador en el sitio donde e´sta es colocada, lo que afecta
los estados electro´nicos del material. La distribuicio´n espacial de la carga es alterada
de modo que blinda el potencial de la impureza y, con esto, los niveles de energ´ıa
de los estados electro´nicos son modificados. As´ı, el blindaje del potencial de una
segunda impureza colocada en el material puede ser afectada por la variacio´n de
la carga local inducida por la primera impureza. Ese efecto, que en los sistemas
volume´tricos depende solamente de la concentracio´n electro´nica del material matri-
cial y de la distancia entre las impurezas, origina una interaccio´n entre ellas. En el
caso de impurezas en nanoestructuras, como los corrales cua´nticos, el confinamiento
de los estados electro´nicos del material matricial representa un factor adicional, cuya
relevancia debe ser analizada.
De hecho, es importante sen˜alar que el proceso de blindaje y, consecuentemente,
la interaccio´n entre impurezas, dependen de las propiedades locales del material
matricial en los sitios ocupados por dichas impurezas. Como ya fue discutido, esas
propiedades locales pueden ser alteradas por la presencia de las superficies o inter-
faces, que dan origen a interferencias cua´nticas en los estados electro´nicos. En este
caso, las condiciones de contorno relevantes son las debidas a las paredes del corral.
A trave´s del ca´lculo de diferencias de energ´ıa total, estudiamos la interaccio´n
entre dos impurezas no magne´ticas localizadas ambas en el corral el´ıptico, como se
detalla a continuacio´n
Dentro del modelo de part´ıculas independientes, la energ´ıa total de un sistema





donde Ek son las energ´ıas de una part´ıcula. Cuando introducimos una impureza en
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un sitio dado l de un material matricial, resulta una variacio´n en la energ´ıa total
∆El = El − E0, (4.15)
donde El representa la energ´ıa total con la impureza en el sitio l y E
0 la energ´ıa
total del material matricial. Ana´logamente, encontramos que cuando dos impurezas
son introducidas en los sitios l y m, la variacio´n en la energ´ıa total es
∆Elm = Elm − E0. (4.16)
donde Elm es la energ´ıa con las impurezas en los sitios l y m; y la energ´ıa de
interaccio´n entre dos impurezas localizadas en los sitios l y m es dada por
Ilm = ∆Elm −∆El −∆Em. (4.17)
En el caso de sistemas macrosco´picos, los te´rminos El y Elm son de mayor orden de
magnitud que ∆El o´ ∆Elm. En los sistemas que vamos a tratar esto no ocurre, de
modo que podemos escribir






Elmk − Elk − Emk + E0k
)
. (4.19)






k representan las energ´ıas del k-e´simo estado en la presencia de
dos, una y ninguna impureza, respectivamente. En nuestros ca´lculos, estas energ´ıas
se obtienen por diagonalizacio´n nume´rica del Hamiltoniano correspondiente a cada
caso.
Para estudiar la energ´ıa de interaccio´n entre dos impurezas en un corral el´ıptico,
vamos a considerar la siguiente situacio´n: una impureza es mantenida fija en uno de
los focos, digamos F1, y la segunda es colocada a lo largo del eje mayor de la elipse.
Para fijar las ideas, consideraremos una elipse con semi-ejes a = 35 a0 y b = 21 a0,





















































Figura 4.13: Las figuras muestran la energ´ıa de interaccio´n I(x;M) entre las dos
impurezas en funcio´n de sus posiciones (x) dentro de la elipse para M = 16 (a),
M = 82 (b) y M = 91 (c).
cuyos focos estan en las posiciones F1 = (−28, 0) y F2 = (28, 0). La figura (4.13)
muestra la energ´ıa de interaccio´n entre dos impurezas en funcio´n de la posicio´n de
la segunda impureza. La variacio´n en el potencial en los sitios de las impurezas es
∆ε = −0,5. Se consideran tres densidades electro´nicas de la elipse no perturbada,
dadas por M = 16 (figura 4.13a), M = 82 (figura 4.13b) y M = 91 (figura 4.13c),
respectivamente. Algunos aspectos generales se deben destacar en el ana´lisis de
estos resultados. El primero es el hecho de que la energ´ıa de interaccio´n presenta
oscilaciones en funcio´n de la distancia entre las impurezas, las cuales claramente
dependen del valor deM . Esas oscilaciones son tales que, para diversas separaciones
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entre las impurezas, la energ´ıa de interaccio´n es nula. Mientras tanto, el aspecto ma´s
interesante es el signo y la intensidad de esta interaccio´n para distintos valores de
M . Notamos que cuando las separaciones entre las impurezas corresponden a pocos
para´metros de red, la interacio´n entre ellas puede variar de signo, es decir, puede
ser atractiva o repulsiva. Por lo tanto, para separaciones mayores las oscilaciones
no alternan el signo de la interaccio´n, que se torna negativa o positiva, como para
M = 16 y M = 82, o negativo como para M = 91. Particularmente interesante
es lo que ocurre cuando las impurezas ocupan segundos sitios vecinos. Vemos que
la interaccio´n puede ser entonces atractiva (como para M = 16) o repulsiva (como
para M = 82 y M = 91). La intensidad de la interaccio´n, cuando las impurezas
ocupan los focos de la elipse, nuevamente depende de la densidad electro´nica del
material matricial. En los tres casos considerados, vemos que solamente en el caso
de M = 82 ocurre un aumento en la intensidad de la interaccio´n, lo cual sugiere una





































Figura 4.14: Energ´ıa de interacio´n I(x,M) entre dos impurezas atractivas (∆ε =
−0,5), versus las posiciones x, para un corral el´ıptico con a=35, b=21. En el primer
caso la primera impureza esta´ fija en el foco izquierdo (−28, 0) (a) y cuando esta´ en
el centro (0, 0) de la elipse (b). En ambos casos, x esta´ aleja´ndose a lo largo del eje
mayor.
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Una situacio´n semejante ocurre paraM = 12. La figura (4.14) muestra la energ´ıa
de interaccio´n entre las impurezas en funcio´n de la separacio´n entre ellas, cuando
la primera esta´ colocada en el foco F1 (figura 4.14a) y cuando esta´ en el centro de
la elipse (figura 4.14b). Verificamos que, en el primer caso, la energ´ıa de interaccio´n
muestra un cierto aumento en su intensidad cuando la segunda impureza ocupa la
posicio´n F2, lo que claramente no se verifica en el segundo caso.
El ana´lisis que presentamos aqu´ı de la interaccio´n entre impurezas en corrales
cua´nticos se basa u´nicamente en los resultados nume´ricos, toda vez que el tratamien-
to anal´ıtico del problema no se muestra factible. Un punto importante a ser destaca-
do es la dependencia, tanto de la naturaleza como de la intensidad de la interaccio´n
entre los pares de la impureza, con los efectos de interferencias cua´nticas subsi-
guientes al confinamiento de los estados electro´nicos en sistemas nanoestructurados.
E´ste es un ingrediente que puede afectar la distribuicio´n de impurezas en una na-
noestructura, al favorecer o evitar la formacio´n de los agregados de las impurezas.
Cap´ıtulo 5
Conclusiones
Estudiamos algunos efectos de la naturaleza cua´ntica que ocurren en las na-
noestructuras meta´licas. A lo largo de todo nuestro estudio adoptamos modelos
simplificados para la descripcio´n de la estructura electro´nica de los corrales cua´nti-
cos con diferentes geometr´ıas, tales como circulares, rectangulares y el´ıpticos, que
presentan efectos f´ısicos interesantes. La razo´n que nos llevo´ a adoptar esta estrate-
gia fue, por un lado, hacer que los mecanismos f´ısicos sean transparentes, evitando
que los mismos puedan ser oscurecidos por la complejidad de modelos ma´s realis-
tas; por otro lado, buscamos simplificar el tratamiento nume´rico de los problemas
estudiados, lo que es particularmente importante en el tratamiento de los efectos de
interferencias cua´nticas.
Focalizamos en primer lugar la formacio´n de una imagen cua´ntica de impurezas
no magne´ticas en corrales el´ıpticos. Tomando en cuenta que los efectos se deben fun-
damentalmente a las interferencias cua´nticas en el interior de la elipse, estudiamos
inicialmente el caso de una impureza no magne´tica colocada en diversos puntos en
el interior de la elipse. Encontramos que la formacio´n de una imagen no depende
solamente de la posicio´n de la impureza, sino tambie´n de la densidad electro´nica
del gas de electrones bidimensionales en la superficie del metal, o sea, del material
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matricial. Analizamos, asimismo, los casos de corrales con diferentes formas, como
circulares o rectangulares, en los cuales tambie´n se observa la formacio´n de imagenes
cua´nticas, dependiendo de la posicio´n de la impureza y del material matricial. Es
decir, verificamos, analizando estos casos, que la formacio´n de ima´genes cua´nticas
no se restringe a los corrales el´ıpticos y que, au´n en el caso de e´stos, dicha for-
macio´n no necesariamente ocurre cuando la impureza ocupa uno de los focos. As´ı,
la idea de utilizar corrales cua´nticos como transmisores de informacio´n depende de
una eleccio´n juiciosa de los materiales y, evidentemente, del posicionamiento co-
rrecto de la impureza dentro del corral. En nuestro estudio, se revelo´ un interesante
feno´meno: cuando una impureza colocada en uno de los focos de un corral el´ıptico
representa, por ejemplo, un potencial perturbador atractivo, su imagen en el otro
foco podra´ corresponder a un potencial de la misma naturaleza (esto es, atractivo)
o de naturaleza opuesta (repulsivo), lo cual depende de la densidad electro´nica del
material matricial.
Analizamos la interaccio´n entre dos impurezas en el interior de un corral cua´ntico.
Para el caso de dos impurezas en un corral el´ıptico, donde una de ellas esta´ situada en
uno de los focos de la elipse, se observa que el efecto tambie´n se muestra dependien-
te del posicionamiento de las impurezas y de la densidad electro´nica del material
matricial.
Finalmente, nuestro trabajo abordo´ diversas preguntas relacionadas a los efectos
cua´nticos en nanoestructuras meta´licas. Entendemos que los resultados aqu´ı obtenidos
contribuyen al mejor entendimiento de las propiedades electro´nicas de esos sistemas,
cuya importancia cient´ıfica y tecnolo´gica es plenamente reconocida. Como perspec-
tivas para trabajos futuros, mencionamos la realizacio´n de ca´lculos para modelos
ma´s realistas, con el fin de lograr previsiones cuantitativas en estos sistemas.
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